Introduction et notations 


Ce texte d’analyse fonctionnelle 8 pour objet l'étude de quelques propriétés des séries trigonométriques : il 
se conclut par une application à a résolution d'un problème de DIRICHLET par une approche variationnelle, 
{partie II. 
Dans tout ce qui suit on note : 
— @(E,r},R) le R-espace vectoriel des applications continues du segment [D,:r} dans R; 
— £ le R-espace vectoriel des applications f de [0,7] dans R, continues, de classe 1 par morceaux et 
vérifiant f (0) = f(x) =0; 
Pour f appartenant à E on convient de désigner par f’ la fonction définie sur [0, x] par 
— sien x de [0x1 f est dérivable, alors j'/(x)} est le nombre dérivé de f en ce point; 
— Sién x de [0, x] f n’est pas dérivable, alors /'(x) = 0; 


— 1 le R-espace vectoriel des suites (a,)ay1de nombres réels telles que la série 5 a? converge ; 
On rappelle que, si & = (n}n>s et 8 = (Bihn>1 sont deux éléments de 8 a série de terme général 
(anBmdaza st absolument convergente, De plus l'application (a, 5) m< a,8 >= À vf, est un 
produit scalaire sur £ et £ est complet pour la norme associée à ce produit scalaire : T 

= pour fout entier n > 1, par e, l'élément de E défini per e, (x) = sinix. 


Partie 1 : Questions préliminaires. Exemples 


À. Un lemme de CANTOR 


Soient (a,)n>1 et (br}n>1 deux suites de nombres réels, Pour tout x de R et pour tout entier n > 1 on pose 
fn Ce) = an cosnx+b; sinrx, et on suppose que pour tout x réel ia suite (hi (x)) converge vers 0. On se propose 
de montrer que les suites (4,) et (b,) ont pour limite O en +00. 


1. Montrer que a, + 0. En déduire que, pourtoutxdeR, bpsinnx 0. 
2. Dans cette question, on propose deux méthodes pour montrer que la suite (b,) a pour limite O en +00 
(a) Raisonnement par l'absurde 


On suppose que la suite (b,) ne canverge pas vers 0. 


d. Montrer qu'il existe un réel strictement positif £ et une sous suite G,) de la suite (be) tels que 
#1 > 0 et que l'on ait, pour tout entier £, |b,,| > # et n441 > 34. 

Sx 

K1 

avec ps € Z, tel que si Jy = tab l'on ait. pour tout entier £, 4,1 © 4. Vérifier que 


ms : . n x 
ii. Construire pour lout entier & un intervalle [a,, x] de la forme à; = THIS per, 


1 
Isinaex| > © pour tout x de Je. 


ü, Établir que l'intersection al Je n'est pas vide, et conclure à une contradiction. 
in 


um 


&) intervention du calcul intégral 
2 
i Calculer [ CG sinnx)/ dx. 
0 


äü. Conclure dans le cas où la suite (b,) est bornée. 
il. Dans le cas général, on pose}, = inf(1, IbAl). Vérifier que, pour tout x de R, LA sinnx + 0. 
Conclure. 


B. L'espace H 


(a) Soient a = (as)ax1 un élément de 4 et x un élément de [0,#]. Montrer ue la série de terme 
général Le (x) converge absolument (on pourra utiliser l'inégalité ab < 3e + b?) pour deux 
sombres réels a et b). 

æ 

(b} On pose 8{a)(x) = D Feat. Montrer que l'on définit ainsi ure application @ de & 
dans &(I0,#1,R). 

(c) Établir que 8 est linéaire et injective. 

Dans toute la suite on notera H l’image de 6, et || {7 lanorme définie sur A, pour f = @(a), par 


£a = È a. Vérifier que H est complet pour cette norme. 


. Établir l'inclusion E € H. (On pourra montrer que tout élément f de E est la restriction à [0,7] d’une 


unique fonction f 2#-périodique et impaire, de classe 1 par morceaux, et développer F en série de 
FOURIER). 


. Montrer que l'applicetion qui à un couple (J, #) d'éléments de E associe le nombre 


A 
uo=2 freros 


estun produit scalaire sur E. Vérifier que la norme associée à ce produit scalaire coïncide avec la restric- 
tion à E de | -Hx. 
Montrer que E est dense dans A pour la topologie associée à la norme || - Ua 
Pour f dans #,onpose [fl = sup |f(x)l. 
sel] 


(} Prouver l'existence d'une constante # telle que lon ait l'inégalité, valable pour tout f de H : 


@ VSEA, flo SANfIr 
€) Pour tout élément & de ]0, x [, on désigne par ha l'élément de E défini en tout x par 
z 
, ä x<a 
hG) = rx . En appliquant l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ au produit sca- 
si x>a 


a 

laire (lha), pour f dans E, montrer que la plus petite valeur de & telle que l'on ait (x) est ai. 
On se propose de démontrer que si F est une application de classe 2 de R dans R telle que F(0) = 0, 
et si f est un élément de H, alors F o f appartient à H. 


Soient f un élément de H et (f,) une suite d'éléments de E convergeant vers f au sens de la norme 
ñ- Ia. On pose gn = Fo fa. 


(a) Vérifier que la suite (IL, IL) est bornée. 
On note A un réel vériant LL € À OU fout », puis Mi = sup iF'{let M = sup [FC 
IHIRA RISA 


@) Établir que, pour tous p, g dans N, on a l'inégalité : 
a 
gp — 8x < (Sr +4) fo — fl 


{c} Conciure. 
(à) En déduire que Æ est une algèbre, ie. que le produit fe de deux éléments f et £ de H estun 
élément de A. (On pourra utiliser la relation 4/8 = (f +8) — (f — 9°). 


Partie I : Pseudo-dérivée seconde au sens de SCHWARZ 


Si f est une application continue de R dans R, on dit que f admet au point x une dérivée seconde au sens de 
à HOÉDESLEDE 2FG) 

ScHwWaRz si, et seulement si, ; ee existe ; dans ce cas la limite est notée 

F0. 


3. Montrer que si f est deux fois dérivable sur R, f (x) existe en tout x de R, et en donner la valeur. 
2. Soit f une application de R dans R possédant en tout x de R une pseudo-dérivée seconde au sens de 
SCHWARZ nulle, 
(a) Soient a et b des réels tels que a < b, £ un réel strictement positif. On pose 


ets) = fe fie FOI Là) mec 0-5 


Vérifier que la fonction g est continue et que g(a) = pb) = 0. Calculer pl. 
Montrer que @ ne peut avoir de maximum strictement positif sur [a, 6]. 
(b} En déduire que f est affine. 
3. Soient (@n)n>1 Et (br)A>r deux suites de réels tels que la série de fonctions de terme général 
an cosnx +b, sinnx)1>1 converge simplement sur R vers une fonction / continue sur R. On pose alors 
$ a, cosnx + b, sinnx 


F@=- = 


mel 


(a) Justifier l'existence de F sur R et prouver sa continuité. 
(b) Pour + dans R et À > O on pose 


2O=l, u(Gx)= Si () six AO et Al(xh)= EH EF N 


Vérifier la relation _ 
AG, h) = 2 (an cosnx + bn sinnx)u(nh). 


(e) Si Von pose So(x) = 9 et Sfx) = 2 ax coskx + bx sin &x pour r > 1, justifier l'égalité 


AGh) — FC = $ LSa Ge) — FC] Euh) — nn + 1)2)1. 
2=0 


() à En remerquant que u((n + 1)4) — u(nh) == Lee u/(x) dx, déduire de ce qui précède que, 
pour tout réel x, F()(x) existé et vaut f(x). ” 
il. Montrer que l'application qui au réël x associe fe — #)f{) dt est de classe 62 et calculer 
a dérivée seconde. u 
it, Prouver finalement l'existence de réels e et 8 tels que pour tout réel x l'on ait 


F@ -est+p+ fa-nroce. 


() En utilisant ce qui précède, établir que les suites (4:) et (b} sont Les coefficients de FOURIER de 
ie. que pour tout » : 


am? [ soemnrdx et bmx [| sénres. 


Partie IE : Appliestion à un problème variationnel 
On désigne par Eo le sous-espace vectoriel de E des applications v de [0, x] dans R, de classe €! et vérifiant 
V0) = (7) = 0. 
On considère une application continue f de [0,#] dans R telle que, pour tout x de [0, #1], 
æ 
FO = X bsinnx 
nel 
où (ba)kp1 est une suite de nombres réels. 
1. Montrer que, pour tout x de R, la série de terme général (b, sin #x),>1 est convergente, et qué sa S0mme 
coïncide avec l’unique application F de R dans R, impaire, 2x-périodique et prolongeant f. 
Justifier que, pour tout entier a > 1: 


ap : 
mes fG)sinnxdx. 


2. Le problème variationnel 
On désigne par J : Æo — R la fonctionneile définie par : 


. 
sa LG) + GG) dx — rev dx, 
et on s'intéresse au problème de minimisation suivant : 

(P) Trouver u € Eg tel que, pour tout v € Fo, J'(u) & J(v). 
Établir, pour tout # de.R et tous v, v de Ey, l'identité suivante : 


1 ou + +102 [ LCD 2 2 + GO — 2G) dx = (= DJ) +1 D. 


3. Unicité de la solution du problème (P) 
Déduire de le question précédente que si #1 et 14 sont solutions de (P), alors : 


# 
Î L@4 Ge) — GO) + Qu) — BCD) 1dx = 0 


€t, par suite, &1 = 42. 


4. Caractérisation des solutions de {P} 
(s} Montrer que pour tous «, v de Eo, l'on a, pour tout réel # : 
# af 
JG + tv) = JG) +1 Î QG) + av) — FEV) dr + à [ C0) +0) dx. 
0 (1) 
(b) En déduire que, pour # dans Eo, x est salution de (P) si, et seulement si, u vérifie : 
2 
a Wre En 'u Wa +urapdr= f” ristsraa 
(] (] 
5. Existence d'une solution de (P) 
(a) Soit # une solution de (P). Déduire de Ia question précédente que nécessairement, pour tout entier 
nazi: 
2 bn 
2 ['ueosnnsax = Hi 
œæ 
€) Pour tout x de R, on pose 8x) = © 2 sinrx, En écrivant 
nsi 


1o)= Ÿ Ps où D Pr 
Ge Les sione— Dern sax 


nel nœl 
montrer que ÿ est de classe 6? sur R, 2x-périodique et vérifie : 


{ += f 
#0) = 4) = 0 


(c) En déduire que la restriction 4 de & À [0,7] est de classe 2 sur {0, x} et est solution, sur cet 
intervalle, du problème de DIRICHLET : 


—ut+u=f 
m La = u(x) =0 


(&) Mantrer que u est solution de (P'), et donc de (P). 


